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Resumo.

Neste relatério serd andisada a influéncia da rapidez de aproximag@o
sobre o valor do coeficiente de restituicéo na colisdo de uma esfera de vidro
(bolinha de gude) com uma superficie de madeira (assento da cadeira). Para
verificar se 0 coeficiente de restituicdo realmente tende a unidade, conforme
consta em um livro de Fisica serd analisada também a colisio entre a esfera

de vidro e uma pedra polida.

| - Introducao.

Quando dois corpos colidem, estes so-
frem deformagbes, de modo que a &rea de
contato entre 0s corpos aumenta até atingir
um valor maximo, e a partir desse momento,
dependendo das propriedades dos corpos,
estes tendem a retomar a sua forma original,
fazendo com que os corpos voltem a se &
fastar entre si.

Se durante o0 contato entre 0S corpos
ndo houver perda de energia mecanica, estes
terdo rapidez de afastamento com o0 mesmo
valor da rapidez de aproximagdo. Porém
este tipo de colisdo ndo ocorre no mundo
macroscopico, onde sempre h& perda de
energia mecanica.

Durante uma colisdo, forgas impulsivas,
de curta duragdo e grande intensidade atuam
sobre as estruturas dos corpos em contato,
quanto maior for a rapidez de aproximagéo,
tanto maior serd 0 modulos das forgas im-
pulsvas, aumentando significativamente a
perda de energia mecénica quando estas
forcas atingem intensidades suficientes para
romper as estruturas dos corpos.

Para estudar as colisdes entre 0s corpos
ha uma grandeza fisica (til, o coeficiente de
restituicéo, que foi definido como sendo o

quociente entre os mddulos da impulsdo de
restauracdo e de deformacdo. Porém, pelo
que foi exposto no paragrafo anterior, o
coeficiente de restituicdo ndo deve depender
somente das propriedades dos corpos que
colidem, ele também deve depender da ve-
locidade de aproximagdo entre 0s corpos.

Il - Base Tedrica.

O coeficiente de restitui¢io foi definido
como sendo o0 quociente entre os modulos
da impulsdo de restauracdo, P, e de defor-
macdo, Py. Sendo a impulsdo definida pela
como:

A
P :g:xdt =m.(u-v)
ti (1)
onde F é o modulo da forca de intera-
¢d0, m é a massa da particula, v é a veloci-
dade da particula no instante t; e u é a velo-
cidade da particula no instante t;. Definindo
w como a velocidade no instante de defor-
magdo méxima posso escrever o coeficiente
de restituicdo para as duas particulas como
sendo:
_ mu(vaiw)  (vi-w)
Comu(w-ur) (W) @)
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M2 (w-vy) (wW-v2)

M. (Uz-W) (uz-w) 3)
No instante em que termina 0 processo
de deformagéo e se inicia o processo de
restituicdo as duas particulas possuem a
mesma velocidade, w, 0 que permite obter a

equacdo (4) a partir das equagdes (2) e (3):

Ui- U2

V2- Vi (4)
Com edta equacdo podemos estudar o
coeficiente de restituicéo observando aspec-
tos cinematicos de uma colisdo, isto &, as
velocidades iniciais e finais de cada um dos
corpos. Se as forgas de deformacdo e de
restauracdo forem iguais, as velocidades de
aproximacdo de afastamento também serdo
iguais, neste caso 0 coeficiente de restaura-
¢do serd 1 (um) e a colisdo sera chamada de
elastica. Se a forca restauradora for nula, os
COrpos permanecem juntos apds a colisdo,
iso é, a velocidade de afastamento é nula,
consequentemente o coeficiente de restitui-
¢cdo também serd nulo e a colisdo sera cha-
mada de pléstica. Nas colisdes reais ndo
plésticas a forca restauradora dificilmente
sera igual a forca deformadora, normalmen-
te a forca restauradora € menor, o que tem
por conseguéncia uma velocidade de afas-
tamento menor que a velocidade de aproxi-
macdo, logo, o coeficiente de restauracdo
serd menor que 1(um) e a colisdo serd cha-

mada de ndo elastica.

Coeficiente de restituicéo

elastica

ndo elastica

pléstica

V elocidade de aproximacdo

Figura 1: Relacdo entre Coeficiente de Restituicéo e
Velocidade de apr oximacao.

O coeficiente de restituicdo normalmen-
te é considerado constante para dadas geo-
metrias e combinagdes de materiais em con-
tato, mas de fato ele depende da velocidade
de aproximagdo dos corpos e se aproxima

da unidade a medida que a velocidade de
aproximagdo diminui, este comportamento
estd demonstrado esquematicamente na fi-
gura 1. Geralmente, valores retirados de
manuais ndo sdo muito confiaveis.

Quando a esfera de vidro cai e colide
com ama superficie horizontal, sgja uma
pedra apoiada sobre o ch& ou o0 assento de
madeira da cadeira, € perfeitamente possivel
desprezar a variagdo de velocidade da su-
perficie, 0 que torna conveniente a escolha
de um referencial em que a velocidade desta
superficie sgja nula, para poder smplificar a
equagdo (4) e obter:

Vi
U ©)

Usando esta equacéo hé dois modos de
cacular o coeficiente de restituicdo andi-
sando o movimento de uma esfera quicando
sobre uma superficie horizontal. O primeiro
modo, consiste na comparagdo dos tempos
entre trés contatos consecutivos. Podemos
usar a equacao:

v=gt+y (6)
onde g representa a aceleragéo da gra-
vidade e t é a metade do tempo entre dois
contatos consecutivos de modo que pode-
MOS rescrever a equagdo do coeficiente de
restituicéo:

e=

_ %0t oo _tn
Y20.4m) try  (7)

A equagdo (7) permite calcular o coefi-
ciente de redtituicdo se conseguirmos de-
terminar dois intervalos de tempo consecu-
tivos. O segundo modo, consiste da compa-
racdo entre duas alturas méximas consecuti-
vas atingidas pela esfera de vidro entre os
contatos com a superficie horizontal. Para
estes célculos partiremos da equagéo:

Vi =V’ +2g.h (8)
onde v; e v sdo as velocidades no inicio
e no final e de um desocamento h. Como a
velocidade da esfera sera nula quando ela
atinge a dtura maxima as equacdes (5) e (8)

permitem escrever que:
= oy = (©)

3[2 9.hn
V290

e esta equacdo permitira calcular o coe-

ficiente de restituicdo quando se conhece

duas alturas maximas atingidas entre trés
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contatos consecutivos com a superficie ho-
rizontal.

11 - Aquisicao de Dados.

Para “cronometrar” 0s tempos entre
duas colisdes consecutivas serd usado um
computador com placa de som e os aplicati-
vos “WAV Player” e “Espectrogram” que
esté incluso no Windows 3.11 instalado em
computadores “Compaq Presario CDS 524"
comerciaizados em 1995.

O aplicativo WAV Player permite gra-
var sons, tornando possivel a gravacdo dos
impactos da esfera de vidro com a superficie
horizontal, e também permite visualizar gra-
ficamente a onda sonora gravada, assim sera
possivel visudizar os ingantes em que a
esfera esteve em contato com a superficie.
Para visualizar o aspecto da tela do WAV
Player abra o arquivo wavpl ayl. bnp,
nesta pasta

Outro aplicativo que permite fazer a
andise do som gravado é o Espectrogram.
Durante a realizagdo desse trabaho o Es-
pectrogrm foi usado para analisar os sons ja
gravados pelo WAV Player. A utilizacgo do
espectrogram facilita a analise de arquivos
WAV maiores, pois 0 seu gréfico pode se
estender além dos limites da tela do compu-
tador, o que ndo ocorre com os gréficos do
WAV Player.

Para fazer os célculos e aguma analise
gréfica dos dados obtidos foi usado o
aplicativo Excel.

| V- Experimentos

Experiéncia A.

Esta experiéncia foi realizada soltando
uma Unica vez a esfera e gravando o som
até que a esfera parasse de quicar. Para ob-
ter maior nimero de dados se fez a esfera
quicar sobre uma pedra polida e plana. Co-
mo o coeficiente de restituicdo entre a esfe-
ra e a pedra é maior que o coeficiente de
restituicéo entre a esfera e a madeira, ocorre
um ndimero maior de colisdes. Outro artifi-
Cio que permitiu aumentar significativamen-
te 0 nimero de medidas foi a utilizagdo de
um tubo de papel para impedir o desloca-

mento lateral da esfera, evitando que ela
caise ao lado da pedra.

O som deste experimento estéd gravado
como gudeal t 1. wav. Este arquivo foi
analisado pelo Espectrogram para obter os
instantes em que a esfera esteve em contato
com pedra, 0s tempos conseguidos com
auxilio do mouse foram registrados na plani-
Iha Experimento A, do arquivo coefi -
ci e. x| s onde procurei verificar se ocorre
uma variagdo dgnificativa nos valores do
coeficiente de restituicdo a medida que o
intervalo entre dois contatos consecutivos
diminui, isto é, procurei descobrir se existe
uma relagdo entre a velocidade de aproxi-
macao e o coeficiente de restituicéo.

O material disponivel para fazer esta
experiéncia ndo permite soltar a esfera de
alturas muito superiores aos 20cm da dtura
do tubo papel. Em tentativas com uso de
tubos maiores, cano de PVC, houve muito
atrito com as paredes do tubo, e sem a utili-
zagd0 do tubo ocorrem poucas colisdes com
apedra.

Experiéncia B.

Ouitra alternativa para estudar a influén-
cia da velocidade de aproximagdo sobre o
valor do coeficiente de restitui¢do foi usar
uma superficie maior, assento da cadeira, de
modo que o tubo de papel pudesse ser dis-
pensada, soltar a esfera de vidro de diferen-
tes dturas, 25cm, 50cm, 75cm, 100cm,
125cm 150cm 175cm e 200cm. Em cada
caso foi gravado um arquivo WAV, origi-
nando assim os arquivos gude025. wav, gu-
de050. wav, gude075.wav, gudelO0. wav,
gudel25. wav, gudel50. wav, gudel75. wav,
e gude200. wav. que também se encontram
nesta pasta.

Os tempos extraidos destes arquivos,
com auxilio do WAV Player, foram coloca-
dos na planilha Experiéncia B, do arquivo
coefi ci e. x| s e permitem refazer a ana-
lise aplicada aos tempos da primeira experi-
éncia. Nesta experiéncia sera possivel verifi-
car 0 que acontece na primeira colisdo, a
quela em que a velocidade de aproximacéo
possui maior modulo e que ndo foi incluida
nas analises da experiéncia A.
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Depois de gravar os sons das oito que-
das da esfera de vidro sobre a superficie de
madeira, os arquivos gerados foram abertos
no WAV Player para obtengéo dos instantes
dos impactos.

Uma nona tabela foi gerada usando as
alturas das oito quedas e o intervalo entre o
primeiro e o segundo impacto de cada tabe-
la Com as dturas de queda foi possivel
calcular as velocidades de aproximagdo dos
primeiros impactos e com os intervalos de
tempo foi possivel calcular as respectivas
velocidades de afastamento, assim obtive os
coeficientes de regtituicdo para velocidades
significativamente maiores que as velocida-
des que puderam ser estudadas na experién-
ciaA.

V - Analise dos Dados.

Os tempos extraidos do arquivo de som
gudeal t 1. wav foram listados na coluna
Tempo (s) da planilha Experiéncia A , a
partir desses tempos foram calculados, os
intervalos em segundos e que permitiram
calcular os coeficientes de restituicdo usan-
do a equagdo (7). Na coluna velocidade foi
calculada a velocidade com que a esfera se
aproxima da superficie usando equagéo (6)
e considerando a acelerag@o da gravidade,
g:9,81m/32, a velocidade inicial, no topo da
trajetéria entre dois contatos consecutivos,
vi=0, e 0 tempo de queda igual a metade do
intervalo entre dois contatos. Este célculo
foi feito para que sgja possivel fazer uma
andise da relagdo entre o coeficiente de
restituicéo e a velocidade de aproximacao.

Pressupondo que a coeficiente de resti-
tuicdo sgja uma constante, foram calculados
0s tempos usando a equagéo:

t = toe" (10)

Para encontrar os melhores valores de
to e e pelo 0 método dos minimos quadrados
foi utilizado o solver, recurso presente na
Excel. Através desse procedimento foi en-
contrado o valor para o coeficiente de resti-
tuicdo e=0,9556 e o tempo t,=0,4408 s.
Este tempo corresponde a um “sato” que
nao aconteceu, ele € o dobro do tempo de
gueda da esfera quando ela foi solta e per-
mite, portanto, calcular a altura da qual a

esfera foi solta, infelizmente esta medida
ndo foi feita ndo é possivel testar a coerén-
cia dos resultados encontrados com o fato
experimental.

No Gréfico 1: Intervalo de tempo en-
tre doisimpactos consecutivos em fungéo
da ordem da colisdo, esta plotado o inter-
vao entre duas colisbes consecutivas em
funcdo do nimero do contato com a super-
ficie fica evidente que o intervalo de tempo
entre dois contatos consecutivos diminui a
cada colisio conforme a equagdo. Esta
constatagcdo leva a crer que provavelmente,
no intervalo de velocidades que pode ser
estudado com os dados dessa experiéncia, 0
coeficiente de restituicio é constante.

Outros cdculos foram realizados para
verificar se existe alguma tendéncia, cres-
cente ou decrescente nos valores do coefici-
ente de restituicdo, para tanto forram cogi-
tadas mais cinco hipéteses mateméticas sim-
ples:

Hipdtese A: E=aV+b (linear)

Hipbtese B: E=aV*+bV+c (quadrética)

Hipbtese C: E=a.€” (exponencial)

Hipdtese D: E=a.In(V)+b (logaritmica)

Hip6tese E: E=a.V" (potencial)

Para cada um desses valores foram cal-
culados os possiveis valores do coeficiente
de restituicdo e depois comparados com 0s
valores experimentais, a fim de encontrar a
melhor aproximagéo usado o solver para
aplicar o méodo dos minimos quadrados.
Considerando uma margem de erro muito
pequena, a soma dos quadrados dos desvios
foi a mesma para todas as hipéteses e tam-
bém coincidiu com a hipétese sugerida no
roteiro que recebemos para fazer a experi-
éncia, Hipotese 0, portanto podemos real-
mente considerar que no intervalo de velo-
cidades estudado o coeficiente de atrito €
constante e tem valor:

e=0,956

No Gréfico 2: Coeficiente de Regtitu-
icdo em funcéo da Velocidade de Apro-
ximacao. Esta claro que para velocidades
pequenas ha erros de medida muito maiores
que para velocidade grandes, isto é facil-
mente explicado se considerarmos que 0s
intervalos de tempo medidos com auxilio do
Espectrogram diminuem e portanto um erro

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

de /1000 de segundo que é a resolugdo
pelo aplicativo corresponde a uma porcen-
tagem de erro muito maior.

O segundo experimento foi pensado pa-
ra confirmar o que foi observado no primei-
ro quando as alturas séo pequenas (veloci-
dade de aproximacdo tendendo a zero) e
permitir um estudo sobre 0 comportamento
do coeficiente de restituicdo quando a velo-
cidade de aproximagdo adquire valores cada
Vez maiores.

Observando os valores calculados para
os coeficientes de regtituicdo, verifica-se em
todas as tabelas que o primeiro coeficiente
de restituicdo é maior que o Ultimo coefici-
ente de restituicdo, demonstrando assim que
existe uma tendéncia de aumento do coefici-
ente de restituicdo quando a velocidade de
aproximacdo tende a zero, mas também
neste caso sera dificil saber se o coeficiente
de restituicdo tende a um quando a veloci-
dade de aproximacdo tende a zero.

Para cada tabela calculei os valores do
coeficiente de restituicdo em fungdo da ve-
locidade utilizando as cinco hiplteses ja
relatadas e com ajuda do solver tentei en-
contrar qual curva se agjustava melhor aos
dados experimentais.

Em quatro tabelas o melhor gjuste foi
conseguido pela hipétese E, uma tabela se
ajustou melhor a hipétese D, uma se gustou
melhor a hipotese B e para duas tabelas a
soma dos quadrados dos desvios foi a mes-
ma aplicando as hipétese A e B. Na maioria
das tabelas o pior ajuste ocorreu para a hi-
pétese 0, demonstrando claramente que o
coeficiente de restituicdo entre a esfera de
vidro e a madeira ndo é constante nem
mesmo para o intervalo de baixas velocida-
des que ocorre a partir do segundo impacto.

Finalmente, na Ultima tabela, em que fa-
¢o uso das dturas de que soltel a esfera para
calcular a primeira velocidade de aproxime-
¢éo, e do primeiro intervalo de tempo de
cada uma das tabelas estd evidente que o
coeficiente de restituicdo diminui quando a
velocidade de aproximagdo aumenta, o que
pode ser facilmente visuaizado no gréfico.

Neste caso também foram analisadas as
cinco hipoteses e 0 melhor gjuste aconteceu
quando considerei a hipotese B.

VI - Conclusao.

Considerando os textos de MERIAM
sobre o coeficiente de restituicéo, creio que
este trabalho confirma a primeira parte das
afirmagdes do autor:

“ Ele depende da velocidade de impac-
to...”

Porém a segunda parte:

“e se aproxima da unidade & medida
gue a velocidade de impacto decresce, con-
forme mostrado esquematicamente na figu-
ral.

N& é confirmada. Podemos inclusive
entender que o experimento A expde resul-
tados que demonstram que o coeficiente de
restituicdo tende a um valor constante, es-
tando de acordo com as proposta do roteiro
dessa experiéncia. Na segunda experiéncia
encontrel resultados ndo coerentes com a
base teoria apresentada no roteiro dessa
experiéncia.

Acredito que S0 necess&rios mais ex-
perimentos para estudar por exemplo o
comportamento do coeficiente de restituicéo
entre a esfera de vidro e a pedra quando a
velocidade de aproximacdo € grande e para
descobrir qual o tipo de relacdo que ocorre
entre o coeficiente de restituicio e a veloci-
dade de aproximagdo quando temos uma
colisdo entre a esfera de vidro e amadeira.
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